Pracovní úkol :
1) Odvoďte vztahy pro určení momentu setrvačnosti kola vzhledem k horizontální ose

a) metodou kyvů

b) metodou otáčení

             Tření zanedbejte

2) Změřte moment setrvačnosti kola :

a) metodou kyvů

b) metodou otáčení, pro různé parametry ( (tj. pro různé kombinace hmotnosti závaží a poloměru kladky r).

3) Určete moment třecích sil Mt a moment setrvačnosti Ik korigovaný na nulovou hodnotu tření. K výpočtu lze použít programu KOLO.

4) Graficky znázorněte závislost nekorigovaného momentu I na parametru ( = 1/(
Teorie :
Metoda kyvů :

      Moment setrvačnosti tělesa lze určit z měření doby kmitu T. Pro měření momentu setrvačnosti bylo uzpůsobeno kolo z jízdního kola. To je zavěšeno tak, že se s malým třením může otáčet kolem vodorovné osy. Na obvod zavěšeného kola lze umístit kulové závaží o hmotnosti m. Omezíme-li se na malé výchylky a zanedbáme tření, platí :

                          I = mL(gT2/4π2 - L)                                   (1)

kde m  - hmotnost závaží

       L  - vzdálenost sředu závaží od osy otáčení

       T  - doba kmitu

       g -  tíhové zrychlení

Odvození :

      Pro popis pohybu kola použijeme pohybové rovnice fyzického kyvadla :

                          I d2φ/dt2  =  - M g L sinφ                          (2)

Kde I              –  moment setrvačnosti kyvadla vůči ose otáčení

        d2φ/dt2   -   úhlová rychlost otáčení tělesa

        M           -   hmotnost závaží

        g             -   tíhové zrychlení

        L            -   vzdálenost hmotného středu kyvadla od osy otáčení

        φ            -   úhel mezi svislou přímkou vedenou osou otáčení a kolmicí spuštěnou z hmotného středu kyvadla na osu otáčení. (viz. [1], str.182, obr.86)
Po aproximaci pro malé výchylky sinφ = φ dostaneme řešení této diferenciální rovnice ve tvaru :

                         φ = Φ sinφ (ωt + α)                                   (3)

kde Φ je amplituda výchylek, ω frekvence kyvů a α počáteční výchylka. Hodnoty konstant Φ  a α určují z počátečních podmínek. Frekvence je dána vztahem :

                         ω = ( MgL/I )1/2                                          (4)

pro dobu kmitu platí : T = 2π / ω                                        (5)

Vyjádříme tedy I :       I = MgLT2 / 4π2                              (6)

Celkový moment setrvačnosti kola I vzhledem k ose otáčení získáme součtem moment setrvačnosti kola Iko a momentu setrvačnosti závaží ML2:

                        I = Iko + ML2
                         (7)      

Pod dosazení (6) do (7) dostaneme

                        Iko = mL( gT2/4π2 – L )                                (1)

Metoda otáčení  :

Pro měření metodou otáčení jek kolo vybavené soustřednými kladkami o poloměrech ri. Na kladku je navinuta nit a na jejím konci je připevněna závaží.

Pohybová rovnice tohoto systému má tvar : 

                         F = FG - Fm                                                 (8) 

kde F je výsledná síla působící na závaží, FG tíhová síla a Fm tahová síla vlákna.

Do rovnice (8) můžeme dosadit : ma  =  mg – M / r          (9)

kde m je hmotnost závaží, a zrychlení závaží, g tíhové zrychlení, M moment tahové síly vlákna a r poloměr kladky. 

Pro moment sil platí : M = ε I                                              (10)
(ε je úhlové zrychlení a I moment setrvačnosti)

Úhlové zrychlení ε je závislé na zrychlení a : a = ε r           (11)

Dosazením (10) a (11) do (9) a úpravou dostáváme :

                        I = mr2 ( g / rε – 1 )                                       (12)

Ve vztahu (12) nejsou brány v úvahu třecí síly. Při započtení třecích sil budeme předpokládat, že velikost tření nezávisí na rychlosti kola; tření budeme charakterizovat momentem třecích sil MT. 

Pro moment tahové síly vlákna platí :

                        M = Ikε + MT                                                 (13)

kde Ikε – moment setrvačné síly kola

      MT  - moment třecích sil. 

Dosadíme-li (11) a (13) do pohybové rovnice (8), dostaneme postupnými úpravami rovnici :

                       Ik = mr2 (g / rε – 1) – MT/ε                            (14)

Při zavedení parametru α = 1 / ε můžeme vztah mezi naměřenými momentem setrvačnosti I a korigovaným momentem Ik vyjádřit jako

                        I = Ik + α MT
                                        (15)

Určené hodnoty I můžeme tedy zpracovat lineární regresí v závislosti na parametru α.

Měření :
Metoda kyvů :

K obvodu kola bylo upevněno těleso o hmotnosti :

                      M = (149,03 ± 0,01) g

Vzdálenost těžiště tělesa od osy :  

                      L = (23,0 ± 0,5) cm

Chyba této hodnoty je odhadnutá (nepřesnost v určení těžiště tělesa)

Tab. 1. Naměřené doby 10 kmitů

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	T10 [s]
	24,41
	24,25
	24,34
	24,22
	24,36
	24,20
	24,37
	24,35
	24,17
	24,25


Každé měření je zatíženo chybou 0,20 s (reakční doba člověka). Započítám-li do této chyby i směrodatnou odchylku souboru měřením je naměřenou hodnotou :

                             T10 = (24,3 ± 0,3) s

                              T = (2,43 ± 0,03) s

Po dosazení do (1) : Ik = (4,2 ± 0,1) 10-2 kg m2
Metoda otáčení :

Hmotnosti všech závaží byly určeny s přesností 0,01 g. Průměry kladek byly měřeny posuvným měřítkem. Přesnost určení průměru je 0,2 mm.

Tab. 2. Hmotnost závaží a průměr kladek, uhlová zrychlení a jejich chyby (určené počítačem). Parametr α je roven 1/ε, I je spočteno podle (12). Chyba I je určena podle :

                             Δ I = [( δI/δm)2(Δm) 2 + ( δI/δr)2(Δr) 2 + ( δI/δε)2(Δε) 2 ]1/2
	N
	M
	d
	ε
	Δ ε
	α
	Δ α
	I
	Δ I

	
	[g]
	[mm]
	[s-2]
	[s-2]
	[s2]
	[s2]
	10-2 [kgm2]
	10-2 [kgm2]

	1
	49,85
	59,7
	0,3223
	0,0015
	3,103
	0,014
	4,5232
	0,0501

	2
	29,95
	59,7
	0,1893
	0,0010
	5,283
	0,028
	4,6287
	0,0526

	3
	19,92
	59,7
	0,1210
	0,0007
	8,264
	0,048
	4,8174
	0,0559

	4
	14,97
	59,7
	0,0863
	0,0006
	11,587
	0,081
	5,0765
	0,0621

	5
	9,99
	59,7
	0,0485
	0,0006
	20,619
	0,255
	6,0287
	0,0963

	6
	49,85
	98,6
	0,5421
	0,0024
	1,845
	0,008
	4,4337
	0,0333

	7
	29,95
	98,6
	0,3336
	0,0015
	2,998
	0,013
	4,3332
	0,0328

	8
	19,92
	98,6
	0,2188
	0,0011
	4,57
	0,023
	4,3967
	0,0348

	9
	14,97
	98,6
	0,1607
	0,0009
	6,223
	0,035
	4,5001
	0,0373

	10
	9,99
	98,6
	0,1057
	0,0007
	9,461
	0,063
	4,5670
	0,0413

	11
	49,85
	144,3
	0,7674
	0,0034
	1,303
	0,006
	4,5703
	0,0278

	12
	29,95
	144,3
	0,4567
	0,0020
	2,19
	0,010
	4,6245
	0,0280

	13
	19,92
	144,3
	0,3010
	0,0014
	3,322
	0,015
	4,6722
	0,0292

	14
	14,97
	144,3
	0,2184
	0,0010
	4,579
	0,021
	4,8420
	0,0301

	15
	9,99
	144,3
	0,1421
	0,0008
	7,037
	0,040
	4,9691
	0,0351

	16
	49,85
	186,1
	1,0017
	0,0040
	0,998
	0,004
	4,4980
	0,0232

	17
	29,95
	186,1
	0,5972
	0,0025
	1,674
	0,007
	4,5504
	0,0241

	18
	19,92
	186,1
	0,3934
	0,0017
	2,542
	0,011
	4,6033
	0,0250

	19
	14,97
	186,1
	0,2925
	0,0013
	3,419
	0,015
	4,6572
	0,0258

	20
	9,99
	186,1
	0,1910
	0,0010
	5,236
	0,027
	4,7641
	0,0297


Hodnoty z tabulky 2 byly zpracovány lineární regresí metodou nejmenších čtverců.

Rovnice lineární regrese : I  = (1,12 ± 0,07) 10-3 α + (4,24 ± 0,03) 10-2
Po porovnaní s (15) : Ik = (4,24 ± 0,03) 10-2 kg m2

                                   MT = (1,12 ± 0,07) 10-3 Nm.

Závislost : graf

Diskuze :
Při porovnání hodnot Ik, ke kterým jsem dospěl oběma metodami je vidět, že oba výsledky jsou v dobré shodě.

a) (4,2 ± 0,1) 10-2 kg m2
b) (4,24 ± 0,03) 10-2 kg m2

U první metody je poměrně velká relativní odchylka 3 %. Je to způsobeno hlavně nepřesností v určení vzdálenosti těžiště závaží od osy otáčení kola L.

Závěr :
1) Byly odvozeny vztahy pro určení momentu setrvačnosti kola metodou kyvů a otáčení.

2) Byl změřen moment setrvačnosti metodou kyvů a otáčení.

3) Lineární regresí byl určen působící moment třecích sil MT a korigovaný moment setrvačnosti Ik.

4) Závislost I na α byla graficky znázorněna.
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